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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNAPRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. , 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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Objetivos 


Después de estudiar esta unidad usted debe ser capaz de: 


(i) dar ejemplos de aplicaciones y funciones especificando clara- 
mente el dominio, el codominio y la regla; 

(ii) determinar si una aplicación dada es uno a uno, muchos a uno, 
uno a muchos o muchos a muchos; 

(iii) distinguir entre una función y una aplicación; 

(iv) calcular, dada una aplicación, las imágenes de los elementos 
del dominio y las imágenes de subconjuntos del dominio; 

(v) combinar aplicaciones por medio de la adición, la sustracción, 
la multiplicación, la división y la composición; 

(vi) encontrar la inversa de una aplicación dada. 


Diagrama estructural 


A A = 
1 Enteros 1 
4 Números reales 

] R.B.1 ] 
Mi a a a dá 
A 1 
: Rectas : 
l R.B.3 1 
AAA 
ES | 
Gráficas . 
: R.B.4 | 
AA | 
? — = 
Seno ! 

R.B.2 
1 5 ] 


A | 


Conjuntos 
ESIEZ 


Regla de una 
aplicación 


ELISy TS 


Función 
1.1.4 


Combinación de 
funciones 

Le == DO E 
EZ. S 


Composición de 
funciones 

fog 

122 y 123 


Funciones 
inversas 


1.2.5 
a 12? 


MB1.0 


Más acerca 
de conjuntos 
a 1 


Funciones de 
dos variables 
Operadores 
MER 


Gráficas 
1.1.6 


Glosario 
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Una aplicación consiste en un conjunto A, 
llamado dominio, un conjunto B, llamado co- 
dominio, y una regla que asigna un elemento 
de Bo un conjunto de elementos de B a cada 
elemento de A. 


Si una aplicación f, de dominio A, tiene co- 
mo grafo a 


S = ((x, y):x € A) 


y una aplicación g tiene por grafo a [(y, x): 
(x, y) E S], entonces g es la aplicación in- 
versa de f y el dominio de g es f(A). 


Una aplicación muchos a muchos es una apli- 
cación que no es función y cuya aplicación 
inversa tampoco es función. 


Una aplicación muchos a uno es una función 
cuya aplicación inversa no es función. 


Una aplicación uno a muchos es una aplica- 
ción que no es función pero cuya aplicación 
inversa es una función. 


Una aplicación uno a uno es una función cu- 
ya aplicación inversa es también una función. 


Si f y g son dos funciones que tienen el mis- 
mo dominio, A, y de codominio R, entonces 
su cociente es la función 


donde el dominio es el conjunto 
(lxe A:g(x) 4 0). 
Véase aplicación. 
La composición de dos funciones f y g es la 


combinación de las funciones que producen 
la función compuesta 


fo gu —f(g(x)) (x E D), 
donde D es el dominio de g, cuando esto es 
posible. 


Un conjunto es una colección cualquiera de 
objetos. 


Si f y g son dos funciones que tienen el mis- 
mo dominio, A, y el codominio R, entonces 
su diferencia es la función: 


S—= gx > (f(x) — gx) (x € 4). 
Véase aplicación. 


Todo objeto que pertenezca a un conjunto se 
llama elemento del conjunto dado. 
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Una función es una aplicación tal que cada 
elemento del dominio tiene un solo elemento 
como imagen. 


Una función constante es una función tal que ' 


todos los elementos del dominio tienen la 
misma ¿magen. 


Una función de dos variables es una función 
cuyo dominio es un conjunto de pares orde- 
nados (generalmente, de números). 


La función inversa o recíproca es la aplica- 
ción inversa de una función uno a uno. 


La función f: 


se llama función módulo. 


Cuando el conjunto de pares ordenados que 
forman el grafo de una función se pueden re- 
presentar gráficamente en un plano cartesia- 
no, producen la gráfica de la función. 


Si f es una aplicación, el conjunto de todos 
los pares (x, y) tales que x pertenece al do- 
minio de f y y es la imagen de x producida 
por fo es un elemento de esa imagen, se lla- 
ma grafo de la aplicación. 


Se dice que dos aplicaciones son iguales si 
tienen el mismo dominio y la misma regla. 
(Hablando estrictamente, deberíamos exigir 
que también tuvieran el mismo codominio; 
sin embargo, no insistiremos en ello.) 


Se dice que dos conjuntos son iguales si tie- 
nen los mismos elementos. 


La imagen de un elemento del dominio de 
una aplicación es el elemento o conjunto de 
elementos que tiene asignados por medio de 
una aplicación. La ¿magen de un conjunto, S, 
de elementos del dominio es el conjunto de 
todas las imágenes de los elementos de S. 


Un operador es una aplicación cuyo dominio 
está constituido por un conjunto de aplica- 
ciones. 


Un par ordenado es un par de elementos 
(a, b) que, en general, es distinto del par 
(b, a). 


Si f y g son dos funciones con el mismo do- 
minio, A, y el codominio R, entonces su pro- 
ducto es la función: 

Fx 8:10) x s(x) («e A) 


vil 
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SUBCONJUNTO Si todos los elementos de un conjunto A son 
también elementos de un conjunto B, enton- 
ces Á es un subconjunto de B. 


SUBCONJUNTO Si un conjunto A es un subconjunto de B, pe- 
PROPIO ro A no es ¿gual a B, entonces Á es un sub- 
conjunto propio de B. 


SUMA Si f y g son dos funciones con el mismo do- 
minio, A, y con codominio R, entonces su su- 
ma es la función: 


f+8:x—f() + 2(%) (x € A) 


VARIABLE Una variable es una letra que se utiliza para 
representar un elemento de un conjunto. 
También se llama variable muda. 


VARIABLE Una variable muda es una variable usada en 
MUDA la definición de una función. 
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Si usted se siente bien con el material en esta unidad, descubrirá que 


el tiempo gastado en este libro ha sido recompensado. El enfoque es 
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Notación 


Los símbolos aparecen en el mismo orden que en el texto. 


bed... 
MIE =B 
ac A 
AcB 


ACB 
A —— B 
PI y 
Fx) 

(a, b) 


R 
f:x—— y (x€ A) 


f=8 
E" 

[a, b] 
x<a 
*>a 


(x:x tiene una 
propiedad P| 


fxg 
Eg 
q 


E 
gof 


El conjunto de elementos a, b, c, d,... 
Los conjuntos A y B tienen los mismos elementos 
a es un elemento del conjunto A (“a pertenece a A”). 


El conjunto A es un subconjunto propio del con- 
junto B. 


El conjunto A es un subconjunto del conjunto B. 
La aplicación f aplica el conjunto A al conjunto B. 
La imagen de x producida por la aplicación f es y. 
La imagen de x producida por f. 


El par ordenado cuyo primer elemento es a y cuyo 
segundo elemento es b. 


El conjunto de los números reales. 


La aplicación f tiene como dominio el conjunto A y 
asigna a cada x E A su imagen y. 


Las aplicaciones f y g tienen el mismo dominio y 
la misma regla. 


El conjunto de los números reales positivos. 
El conjunto de los números reales x tales que 
a << ib. 

x es menor que o igual a a. 


x es mayor que o igual a a. 


xsix>0 
El módulo de x;|x| = [ ; 
=xsix<0 


El conjunto de todos los elementos que tienen una 
propiedad dada P. 
El producto de dos funciones fx g:x-—— f(x) x g(x). 
La suma de dos funciones f + g:x-—— f(x) + g(x). 
La diferencia de dos funciones 
f — ex — f(x) — 8lx) 

f(x) 


El cociente de dos funciones f + e 7 


La función definida por 


gof:x— g(f(x) (x E dominio de f). 


¡Xx 
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1.0 INTRODUCCION 


Antes de comenzar a trabajar con este texto, debe usted haber leído 
la introducción general al curso de matemática en la Guía de estudio, 
porque allí se explica la filosofía que fundamenta todo el curso. Tam- 
bién debe familiarizarse con la sección que explica cómo se construye 
un texto y los significados asignados a los asteriscos y a los otros sím- 
bolos que aparecen en los márgenes, porque todo ello le servirá de 
guía a través del texto. 


El concepto de “función” que se introduce en esta unidad es funda- 
mental en toda la matemática y se utilizará en casi todas las demás 
unidades de este curso. Para llegar a una clara idea acerca del signi- 
ficado de este término tendremos que emplear un poco de tiempo en la 
discusión de las situaciones donde aparece la idea de función; des- 
pués, tendremos que dedicar bastante tiempo para definir los térmi- 
nos que se necesitan para describir este concepto sin ninguna ambi- 
gúedad. Si usted no está acostumbrado al pensamiento y lenguaje 
matemático, todo esto le parecerá excesivamente minucioso, particu- 
larmente porque muchos de esos términos se usan diariamente en un 
lenguaje familiar y usted se preguntará a dónde queremos ir. 


Queremos asegurarle, desde el mismo principio, que todo ese largo ca- 
mino es estrictamente indispensable. Si desde el inicio del trabajo no 
tenemos plena seguridad y completa claridad acerca de lo que esta- 
mos discutiendo, entonces, tarde o temprano, caeremos en dificulta- 
des o llegaremos a conclusiones sin sentido. La historia de la matemá- 
tica está llena de ejemplos (algunos de los cuales discutiremos más 
adelante en esta unidad) de “errores” que surgieron por esos moti- 
vos de ambigiiedades. La solución ha sido la misma en todos los ca- 
sos: volver atrás, examinar de nuevo la situación y los supuestos, y 
definir más cuidadosamente los términos empleados en la argumenta- 
ción. Esto es particularmente necesario cuando las ideas se han to- 
mado, sin ningún criterio, del lenguaje diario. El tiempo que se emplee 
ahora en lograr definiciones precisas es un tiempo muy bien emplea- 
do porque nos salvarán de errores posteriores. 


Aun así, no podemos garantizar que, si usted se dedica largamente a 
esta materia, no encontrará dificultades al entrar en el campo de 
nuevos descubrimientos y se verá obligado a devolverse y examinar 
de nuevo estas ideas una vez más, porque ese proceso de una conti- 
nua reexaminación es un recurso vive en la matemática al cual vamos 
continuamente. Esto explica por qué algunas de las definiciones y no- 
taciones utilizadas en esta unidad pueden ser diferentes de las que 
usted ha conocido y utilizado anteriormente. Las matemáticas han 
progresado notablemente en los últimos años. 


La segunda parte del texto se dedica a examinar algunas de las mane- 
ras en las cuales se pueden combinar las funciones para producir fun- 
ciones más complicadas; además, trataremos de darle alguna práctica 
en el manejo de las funciones porque le será necesario en todo el tra- 
bajo posterior. 


Observación 


Las soluciones de los ejercicios aparecen en página par. 
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1.11 PARTE 1 APLICACIONES Y FUNCIONES 


1.1.0 Introducción 


Nuestro principal interés en esta primera parte del texto consiste en 
explicar y definir los términos “aplicación” y “función”. En la prime- 
ra sección se discute la idea de aplicación. En esta discusión es bási- 
ca la idea de “conjunto” y cuando se ha llevado esta idea adelante, 
dedicamos una breve sección a la introducción de alguna notación 
que usaremos frecuentemente durante el curso siempre que nos refi- 
ramos a conjuntos. Después, definimos formalmente los términos 
“aplicación” y “función”. Usted ha de procurar entender cabalmente 
estas definiciones pero no es necesario aprenderlas de memoria. Se- 
gún las vaya entendiendo, podrá comprobar rápidamente los detalles, 
ya sea refiriéndose a esta sección o al glosario. A su tiempo podrá dar- 
se cuenta que el uso continuado de los términos los hace familiares. 


En la Sección 5 discutimos los modos de describir y especificar fun- 
ciones. 


1.1.1 Intentos de definiciones 


En esta sección intentamos exponer la idea de aplicación antes de for- 
mular una definición precisa. Aunque todavía no llegaremos a defini.- 
ciones, introducimos algunas palabras que necesitamos para describir 
las ideas que discutimos. 


Examinemos los sencillos ejemplos siguientes. Después, trataremos de 
extraer una definición matemática de “aplicación”. 


Ejemplo 1 


El conjunto de 
todos los 
criminales 
condenados en 
Inglaterra en 
1969 


El conjunto de 
todas las huellas 
digitales 

archivadas en el 
D.IC. en 1971 


Departamento 
de Investigación 
Criminal 


En este ejemplo, un criminal en particular corresponde (o, mejor dire- 
mos, está aplicado) a varias huellas digitales del archivo (puesto que 
la mayor parte de las personas tienen más de un dedo). Además, to- 
das las huellas digitales que estaban en los archivos en 1969 son so- 
lamente una parte de las huellas digitales archivadas en 1971. pl 


Ejemplo 2 


Azul, verde, 
rosado, amarillo, 
castaño, negro, 
anaranjado, 

carmesí 


Todos los 
habitantes de Color de 
Inglaterra los ojos 
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Introducción 1.1.0 
* * 


Discusión 1.1.1 
* 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


, 


Si tomamos una persona cualquiera que viva en Inglaterra, podemos 
utilizar la regla Color de los ojos para asociar con ella uno cualquiera 


de los colores de la lista que aparece a la derecha. Por ejemplo, 


Fred Smith Color de los ojos Azul 


Hay cinco cosas que debemos observar en este ejemplo: 


(i) La regla Color de los ojos es aplicable al conjunto de todas las 
personas que viven en Inglaterra. 

(ii) A cada persona se le ha asignado, de acuerdo con la regla, un 
color (o, quizá, dos colores porque hay algunas personas que tie- 

nen ojos de colores diferentes). 

(iii) Muchas personas diferentes tienen el mismo color asignado a 


ellas. 


(iv) No todos los colores que aparecen en la lista corresponden a al- 
guna persona que vive en Inglaterra. Por ejemplo, en la lista 
aparece el color carmesí aun cuando ninguna persona tiene ojos 
de ese color. Usted se preguntará por qué hemos incluido colo- 
res como el carmesí. Estrictamente hablando, no podemos ase- 


gurar que no hay ojos de color carmesí hasta tanto hayamos exami.- 


nado a todas las personas. ¿Hay, quizá, algunos colores que 
deberían incluirse en la lista? 
(v) (Hay otro punto cuya naturaleza no es matemática pero que de- 
be ser mencionado. Estamos suponiendo que siempre es fácil 
decir el color exacto de los ojos. En la práctica puede suceder 
que no sea tan sencillo. Una persona puede decir que sus ojos 
son de un color, pero otra persona puede decir que son de otro 
color. Algunas personas tienen ojos cuyo color parece cambiar 
de acuerdo con la luz.) 


Quizá a usted le parezca que estos ejemplos no tienen nada que ver 
con la matemática porque en ellos no aparecen números. Por supues- 
to, estamos muy interesados en los números, pero a los matemáticos 
les interesan otras muchas cosas. 


Ejemplo 3 


CENTIGRADO FAHRENHEIT 


Grados 


Centígrados 


10 
100 


Lo] 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
230 


Trace una 
recta que pase 
por el punto 
fijo y lea el 
número 
correspondiente 
en la escala 
Fahrenheit 


Grados 


Fahrenheit 
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Discusión 
* * 


Ejemplo 3 


De nuevo tenemos una regla: Trace una recta etc., que debemos apli- 
car al conjunto de números de la escala centígrada. Por ejemplo, 


0” Centígrados REGLA 32” Fahrenheit 


y, según el diagrama, tenemos que 


20” Centígrados REGLA 68” Fahrenheit 


Trace algunas otras rectas en el diagrama. 
Note, en particular, que: 
(i) Cada temperatura en *C corresponde a una, y solamente a 
una, temperatura en *F. 


(ii) Cada temperatura en “F se obtiene de una, y solamente una, 
temperatura en *C., ES 


Los casos siguientes son típicos de otros muchos que se producen en 
las encuestas estadísticas, investigaciones científicas, etc. 
Ejemplo 4 


Los Códigos de Tránsito suelen traer una tabla que da las distancias 
que recorre un automóvil antes de detenerse, una vez que se han apli- 
cado los frenos, de acuerdo con la velocidad. 


Velocidad (mi/h) 20 30 40 50 60 
Distancia recorrida (pies)| 40 75 120 175 240 


120 m/h «fly 40 p para detenerse | 
30 mi /h aja 75 p para detenerse 


1/7 aja 120 p para detenerse 


EXT —- NAAA 
160 _mi/h eps 240 p para detenerse En 


Ejemplo 5 


La siguiente tabla muestra el consumo de electricidad (en millones de 
kilovatios hora) en alumbrado público en Inglaterra durante los años 
1938 a 1946. 


Año 1938 1939 1940 1941 1942 1943 1944 1945 1946 
Consumo! 367 248 17 18 20 20 28 177 260 


Ejemplo 6 


La siguiente tabla se obtuvo de una investigación de la variación de 
la temperatura a lo largo de un alambre conductor de electricidad. (La 
investigación formó parte de un proyecto destinado a desarrollar apa- 
ratos para medir corrientes eléctricas.) Las distancias están dadas 
en centímetros y han sido medidas a partir de un extremo del alam- 
bre. La temperatura está dada en grados Centígrados. 


Distancia 2 4 6 8 10 
Temperatura 25 42 0) 51 44 


(Si usted no tiene conocimientos científicos suficientes no se preocu- 
pe por los detalles científicos. No nos interesan los aspectos físicos 
del ejemplo sino las conclusiones matemáticas que podemos sacar de 
las situaciones físicas. Ejemplos como éste los propondremos aquí y 
allá porque ilustran el tipo de problemas donde tiene valor la matemá- 
tica.) P] 
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Ejemplo 4 


Ejemplo 5 


Ejemplo 6 


1.1.2 Conjuntos 


Los tres últimos ejemplos tienen una característica común. En cada 
uno se han registrado pares de números. Un número del par se ha to- 
mado de un conjunto, y el otro número del par se ha tomado de un se- 
gundo conjunto. (En el ejemplo 1.1.1.4 esos números representan, res- 
pectivamente, una velocidad y una distancia.) 


También hemos considerado algunos ejemplos donde se destaca esa 
misma idea y que no comprenden números. Ahora bien, en todos los 
casos hay un concepto básico común que es la correspondencia entre 
conjuntos de objetos. Es esta idea de correspondencia entre los ele- 
mentos de dos conjuntos la que constituye el tema principal de esta 
unidad. 


Una palabra que ya hemos usado varias veces es conjunto. La conti- 
nuaremos usando en su sentido diario y ordinario para designar una 
colección de objetos. Para referirnos más fácilmente a los conjuntos 
particulares los denotaremos por letras mayúsculas, tales como, A, 
Bios 


Por ejemplo, en el ejemplo 1.1.1.4 tenemos conjuntos de números que 
representan velocidades y distancias. Podríamos llamarlos A y B, de 
manera que 


A es el conjunto (20, 30, 40, 50, 60) 


y B es el conjunto (40, 75, 120, 175, 240). 


Observe cómo los hemos escrito: enumeramos todos los números del 
conjunto (en cualquier orden), los separamos por comas y los encerra- 
mos entre llaves. 


Un objeto que pertenece a un conjunto es un elemento del conjunto. 
Utilizamos las letras minúsculas para representar los elementos, de 
modo que podemos encontrar proposiciones semejantes a ésta 

“x es un elemento de X” 
o también 

“x pertenece a X” 
Es tal la frecuencia con que usamos expresiones de esa forma, que he- 
mos encontrado conveniente tener un símbolo que sustituya las pa- 
labras 

“es un elemento, de” 
El símbolo adoptado es E de manera que 

“x es un elemento de X” se reduce a “x E X” 


pero lo seguimos leyendo en la misma forma que antes, o usando las 
palabras “x pertenece a X”. 


Dos puntos importantes: 


(i) El orden en que se enumeren los elementos de un conjunto ca- 
rece de importancia porque estamos interesados en el conjunto 
como un todo; así, podríamos escribir también 


A en la forma (20, 50, 30, 60, 40) 
en vez de'(20, 30, 40, 50, 60). 


Se dice que dos conjuntos son ¡guales si contienen los mismos 
elementos. Así, 


(1,2,3) =(3, 1,2), 
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Definiciones y notaciones 


A . » 
Definición 1 
* * 


Notación 1 
h «* « 


Definición 2 
* * 


Notación 2 
kk € 


Discusión 
* $ 


Definición 3 
De HER 


(ii) Cada elemento de un conjunto se enumera una sola vez. Por 
ejemplo, el conjunto de números del ejemplo 1.1.1.5 que indica 
el consumo de electricidad es 


(367, 248, 17, 18, 20, 28, 177, 260). 
El número 20 aparece una sola vez en la lista aun cuando apa- 
rece dos veces en la tabla. 
De la misma manera, en el ejemplo 1.1.1.2, podríamos enumerar 
los colores así: 
[ Azul, Verde, Rosado, Amarillo, Castaño, Negro, 
Anaranjado, Carmesíj. 


Hemos escrito “Azul” una sola vez aun cuando cientos de per- 
sonas tienen los ojos azules. 


Subconjuntos 
Todo conjunto de elementos tomados de algún conjunto se llama sub- 
conjunto. Por ejemplo, 
(i) (367, 20, 260 | es un subconjunto de |367, 248, 17, 18, 20, 28, 177, 
260 | 
(ii) fa, bj es un subconjunto de fa, b, cj 
Aunque parezca extraño, decimos que 
fa, b, c| es un subconjunto de fa, b, c| 
pero si queremos decir “un subconjunto que no es exactamente igual 
al conjunto original”, diremos un subconjunto propio. 
Aclararemos este punto: 
fa, b| es un subconjunto propio de fa, b, c| 
fa, b, c| es un subconjunto, pero no subconjunto propio, de 
la, b,.cj 
Frecuentemente usamos un símbolo para indicar “es un subconjunto”. 
Escribimos 
ASB 
para simbolizar “el conjunto A es un subconjunto del conjunto B”. 
Para “es un subconjunto propio de” , escribimos 
AcB 


que indica que A es un subconjunto de B pero que A no es igual a B. 
Ejercicio 1 
En cada una de las preguntas siguientes indicar cuáles son las pro- 
posiciones correctas (si hay alguna). 
(i) Si A = 1367, 20, 260) y B = |367, 248, 17, 18, 20, 28, 177, 260 ¡e 
entonces 
Espacio para contestar 


(a) ASB 

(b) B< A 

lc) A = B 

(dd) B= A 

(e) ACB 

(f) A es un subconjunto propio de B 
(g) 4 es un subconjunto de B 
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Notación 4 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


(ii) Si A = (Alberto, Hilda| y B = [| Azul, Verde |, entonces 
(a) A=B 
(b) Ac B 
(c) Bc A ÑÉ 


1.1.3 Aplicaciones 


Antes de nuestra digresión acerca de los conjuntos, estábamos ha- 
blando de la correspondencia entre elementos de dos conjuntos. A los 
conjuntos del ejemplo 1.1.1.4 los hemos llamado A y B. Podemos des- 
cribir la correspondencia de varias maneras. Podemos decir que 


A cada número de A se le ha asignado un número de B 


El conjunto A está aplicado al conjunto B 
o, en símbolos, 

A——>B 
que se lee “A está aplicado a B”. 


Podemos hacer ahora un primer intento de definición del término 
“aplicación”: 


La característica esencial de una APLICACION 
consiste en que tenemos dos conjuntos y un método 


para asignar a cada elemento de uno de los conjun- 
tos uno o más elementos del otro. 


Ejemplo 1 


Podemos aplicar el conjunto de todas las ciudades de nuestro país al 
conjunto de puntos de una hoja de papel dibujando en el papel un ma- 
pa geográfico de nuestro país. 7 


Ejemplo 2 


Podemos aplicar el conjunto de todas las personas al conjunto de to- 
dos los enteros usando como regla de correspondencia la asignación 
del número que representa la altura de la persona en centímetros. 


ALTURA EN 
CENTIMETROS 


(Observe que en el segundo conjunto de este ejemplo hay números que 
no están asignados a persona alguna. No sabemos de nadie que mida 
2 cm de altura.) |] 
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Definición tentativa 
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Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


Podemos aplicar el conjunto de los números naturales al conjunto de 
los números naturales asignando a cada número cada uno de sus fac- 
tores. Por ejemplo, 


6 está aplicado a |1, 2, 3, 6] : ES 


Ejemplo 4 


Podemos aplicar el conjunto de todas las personas al conjunto de todos 
los grupos sanguíneos asignando a cada persona su grupo sanguíneo. 


Es conveniente tener una notación abreviada para representar propo- 
siciones tales como “Berta Rivera se aplica al grupo sanguíneo A”. 


Ya tenemos la notación 
AB, 
que significa “el conjunto A se aplica al conjunto B”. 


Lo que necesitamos es una notación que nos diga que un elemento 
particular de A tiene asignado a él un elemento particular o un conjun- 
to de elementos de B. 


Si a pertenece a A (es decir, sia E A) y b pertenece a B (es decir, si 
b E B), entonces la proposición “b está asignado a a” se abrevia 


a ==> b 


En vez de la forma precisa “b está asignado a a”, también solemos de- 
cir “a está aplicado a b”, donde el contexto hace claro lo que se quiere 
decir. 


Observe que hemos añadido un pequeño segmento de recta vertical en 
el extremo izquierdo de la flecha. Con ese pequeño trazo queremos in- 
dicar que se trata precisamente de una asignación de elementos en 
vez de una aplicación de un conjunto en otro, cuando puede haber ele- 
mentos del segundo conjunto que no están asignados a elementos del 
primer conjunto. Por ejemplo, deberíamos haber dibujado ese pequeño 
trazo en la ilustración del ejemplo 4, pero sería incorrecto hacerlo, en 
general, en la proposición A——B a no ser que supiéramos que todos 
los elementos de B están asignados a elementos de A. Así, en el ejem- 
plo 2, A——B es una forma incorrecta, pero, en el ejemplo 4, A—B 
es correcta. 


Imágenes 
Si aecA,beB 


Ney > b, 


decimos que b es la IMAGEN de a. 


MB1.1.3 


Ejemplo 3 


Ejemplo 4 


Notación 
hk £* * 


Notación 2 
h + * 


Definición 1 
k *x * 


(continúa en la página 8) 


Solución 1.1.2.1 


(1) (a), (e), (£) y (g) son correctas. 
(ii) Ninguna es correcta. 


Que A y B tengan el mismo número de elementos no es razón suficien- 
te para determinar la igualdad. Para que dos conjuntos sean iguales, 
no solamente han de tener el mismo número de elementos sino que es- 
tos elementos han de ser iguales. 5] 


(viene de la página 7) 


Por ejemplo, si 
Berta Rivera ——> Grupo sanguíneo A, 
entonces 
el grupo sanguíneo A es la imagen de Berta Rivera. 


La imagen de un elemento puede ser un conjunto de elementos, como 
ya vimos en el ejemplo 3, donde un número natural tenía asignado a 
él todos sus factores; por ejemplo, 
=> AN, 2, 3,16% 

Podríamos considerar que las imágenes son siempre conjuntos aun 
cuando consistieran en un solo elemento, pero no estamos haciendo 
distinción entre un elemento y el conjunto formado por un solo elemen- 
to. Por ejemplo, hemos escrito (1, 2, 3, 6| porque, cuando la imagen 
consta de más de un elemento, es conveniente considerarla como un 
conjunto. Aunque lógicamente hay una distinción entre Grupo A y 
¡Grupo Aj, no estamos tomando en cuenta esa distinción. 


Denominación de una aplicación 


Cuando nos referimos a una aplicación, no resulta conveniente tener 
que describirla completamente a cada momento. Por eso, solemos usar 
algún símbolo para representarla. Por ejemplo, la aplicación del con- 
junto de las personas al conjunto de los grupos sanguíneos podría re- 
presentarse, digamos, por la letra h. Entonces, escribiremos 
h: Conjunto de las personas ——> Conjunto de los grupos sanguíneos 
refiriéndonos a conjuntos completos, y 

h: Berta Rivera —— Grupo A 
refiriéndonos a elementos de los conjuntos. 


También escribiremos, usando la letra h, expresiones de la forma 
h(Berta Rivera) para representar la imagen que tiene Berta Rivera 
en la aplicación h. Por consiguiente, tenemos: 

h(Berta Rivera) = Grupo A 


Las dos últimas proposiciones, que hemos escrito en color, se pueden 
leer como “h aplica Berta Rivera al grupo A” o “la imagen de Berta 
Rivera, en la aplicación h, es el grupo A” o “la aplicación h, tal que 
Berta Rivera se aplica al grupo A”. (Usaremos dos puntos para deno- 
tar “tal que”, más adelante.) Se puede usar, por supuesto, cualquier 
otra letra conveniente, en vez de h, supuesto que definimos previa- 
mente lo que significa.) 


Resumen de la notación 


ac AÁ significa a es unelemento del conjunto A. 
m: A——>B significa  Laaplicación m aplica el conjunto A al con- 
junto B. 
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Notación 5 
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Resumen 
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Notación 1.1.2.2 
Notación 1 


m(A)=B significa El conjunto Bes la imagen del conjunto A en 
(la aplicación) m. 


m:.a —>b La aplicación m aplica el elemento a al ele- 
o significa mento b, o, también, b es la imagen de a en 
m (a) =b (la aplicación) m. 


Si se hace necesario, extendemos más aún la notación y escribimos, 

por ejemplo, q 

h: conjunto de todas las personas —— conjunto de todos los grupos 
sanguíneos 

cuando cada elemento del conjunto imagen corresponde por lo menos 

a un elemento del primer conjunto. 


a 


Discusión de las definiciones y de la notación 


Las definiciones y la notación que hemos dado no son las únicas po- 
sibles. En la matemática hay mucha más libertad que lo que se cree 
comúnmente. Seleccionamos nuestras definiciones particulares por- 
que las consideramos adecuadas para nuestro nivel actual de discu- 
sión y hemos incluido en nuestro conjunto de definiciones solamente 
aquellas que necesitamos para nuestros objetivos inmediatos. Otras 
personas pueden usar definiciones diferentes, así como una notación 
y una terminología distinta de la nuestra. Por eso es conveniente que, 
al leer un libro cualquiera, comience por comprobar cuáles son las de- 
finiciones, notación y terminología que se usan en él. 


Esta libertad de escogencia es tan frecuente en la matemática como 
en cualquier otra disciplina. En la matemática, sin embargo, consi- 
deramos de suma importancia que, una vez que hemos escogido un 
conjunto de reglas, debemos desarrollar nuestro juego ciñéndonos es- 
trictamente a ellas; es decir, hasta que cambiemos las reglas y esta- 
blezcamos otras nuevas. 


Ejemplo 5 
Por conveniencia repetimos aquí las tablas de los ejemplos 1.1.1.4, 


MES y 1.1.1.6, 


Tabla 1 


Velocidad (mi/h) 20. 30.407.350: 60 
Distancia recorrida (pies)! 40 75 120 175 240 


Tabla II 
Año 1938 1939 1940 1941 1942 1943 1944 1945 1946 
Es Consumo| 367 248 17 18. 2D E=205 =28. 177 260 


Tabla III 
Distancia 2 4 6:38 10 


y Temperatura! 25 42 50 51 44 


La imagen de 20, en s, es 40 y, por tanto, escribimos 


s:20-—>40 


s(20) = 40 
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Ejemplo 5 


La imagen de 1943, en f, es 20 y, por tanto, escribimos 


f:1943—20 


1(1943) = 20 

La imagen de |2, 4, 6j, en t, es (25, 42, 50] y, por tanto, escribimos 
1:(2, 4,6) —> (25, 42, 50) 
1((2, 4, 6)) = (25, 42, 50) 

Si A = |2,4,6,8, 10) y B = (25, 42, 50, 51, 44), podemos escribir 


CAB y  1(4)=B bl 
Pero si C = |25, 42, 50, 51, 44, 99 |, no podemos escribir t:A=—>C 
o t(A) = C porque 99 no está asignado a ningún elemento de A, pero 
sí podemos escribir 

GA=>C€ e NA SC E 


Ejercicio 1 
Llenar los cuadros en blanco, s, f y t son las aplicaciones del ejemplo 5. 
(i) La imagen de 30, en s, es Lo 


(ii) 1:8—[_] 
(iii) £.[_——J]——28 
(iv) f(1942) =[ — ] 
(v) s(60) =[__ ] 
(vi) 1 )=44 
(vii) s: (30,40, 50) —>[_ ] e 
Ejercicio 2 
Si m es una aplicación de un conjunto A en un conjunto B, y sia E A 


y b E B, ¿cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas y 
cuáles son falsas? 


(i) Si m:ar—>b, entonces mía) = b VERDADERA/FALSA 

(11) Si m:a—— b, entonces mÍa) es la VERDADERA/FALSA 
imagen de b 

(iii) Si m:a——b, entonces mía) E B VERDADERA/FALSA 

Ll 


1.1.4 Más definiciones 


Todavía hay que aclarar varios puntos si queremos ser más precisos 
acercá del significado de palabras tales como APLICACION. En esta 
sección introducimos unas cuantas palabras técnicas más, y damos 
algunas definiciones formales. 


Si tenemos una aplicación de un conjunto A en un conjun- 


to B, entonces decimos que A es el DOMINIO de la aplica- 
ción y que Bes el CODOMINIO de la aplicación. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Definiciones 1.1.4 
* * 


La aplicación comprende alguna regla o método que asigna 


a cada elemento del dominio una imagen, y todas las imá- 
genes están contenidas en el codominio. 


CODOMINIO 


Ingredientes de una aplicación 
En el ejemplo 1.1.1.2 (el ejemplo del color de los ojos) el dominio es: 


el conjunto de todas las personas que viven en Inglaterra. 


El codominio es: 
| Azul, Verde, Rosado, Amarillo, Castaño, Negro, 
Anaranjado, Carmesí | 
y, por ejemplo , 
la imagen de Fred Smith es azul. 


En nuestro primer intento de una definición de una aplicación de 
1.1.3 pedimos que a cada elemento del dominio se le asignara un ele- 
mento (o elementos) del codominio. En otras palabras, cada elemento 
del dominio debe tener al menos una imagen en el codominio. 


Por otra parte, como vimos en el ejemplo 1.1.1.2, no hay razón que im- 
pida que en el codominio haya elementos que no sean imágenes, por- 
que no se trata de aplicar una fórmula o regla a los elementos del codo- 
minio. En realidad, no es conveniente insistir en que cada elemento 
del codominio sea imagen de algún elemento del dominio. ¿Cómo, por 
ejemplo, podríamos decir cuál es el conjunto exacto de los cocientes 
de inteligencia (codominio) de un conjunto de personas (dominio) an- 
tes de efectuar las mediciones adecuadas? Lo único que sabemos es 
que todos los cocientes de inteligencia se encuentran en el conjunto 
de los números naturales y, por tanto, debemos escoger este conjunto 
como' codominio. 


Lo único que exigimos del codominio es que contenga el conjunto de 
todas las imágenes de los elementos del dominio. Así, en el ejemplo 
del color de los ojos no hay dificultad alguna en incluir el carmesí co- 
mo uno de nuestros colores, aun cuando no haya ojos de ese color. 


Estamos en condiciones de hacer algunas definiciones. Recuerde que 
en nuestra primera definición establecimos que una aplicación cons- 
taba de tres partes (el dominio, la regla y el codominio). 


Resumen de definiciones 


Una APLICACION consiste en un conjunto A, un conjun- 


to B y una regla que asigna un elemento (o un conjunto de 
elementos) de Ba cada uno de los elementos de A. 


El conjunto A es el DOMINIO de la aplicación. 
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Definición 1 
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Solución. 1.1.3.1 


(i) 75 
(ii) 51 

(iii) 1944 

(iv) 20 

(v) 240 

(vi) 10 
(vii) (75, 120, 175) E 


Solución 1.1.3.2 


(i) VERDADERA 
(ii) FALSA 
(iii) VERDADERA (m(a) representa la imagen que tiene a en m. La 
imagen pertenece al conjunto B y, por tanto, m(a) E B.) le] 
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El conjunto Bes el CODOMINIO de la aplicación. 


Si un elemento a del dominio tiene asignado a él un elemen- 
to b o un conjunto de elementos T del codominio, entonces 
bo Tesla IMAGEN de a. Cada elemento de T es una ima- 
gen de a. Si T contiene solamente un elemento, b, entonces 
b es la imagen de a. l 


Si T es el conjunto de todos los elementos del codominio 
que son imágenes de elementos del subconjunto S del do- 
minio, entonces T es la IMAGEN de S. 


Las aplicaciones donde se verifica que cada elemento del dominio tie- 
ne una sola imagen en el codominio son de particular importancia y, 


por eso, les damos un nombre especial. 


Una FUNCION es una aplicación tal que cada elemento 


del dominio tiene solamente un elemento como imagen. 


Nota 


Cada día se hace más común utilizar los términos “aplicación” y 
“función” como sinónimos. Lo que hemos llamado “aplicación” se 
conoce, algunas veces, como “correspondencia”. Preferimos conservar 
nuestra definición de aplicación porque creemos que la palabra “apli- 
cación” lleva con ella una idea de movimiento de un conjunto hacia 
otro, idea que no se encuentra en la palabra “correspondencia”. Como 
con cualquier otro término matemático, debe usted estar seguro, si 
consulta algún libro de texto, del sentido en que el autor está usando 
el término. 


Ejercicio 1 
En cada caso establezca si la proposición es verdadera o falsa. 


(i) Una aplicación es siempre una fun- 
ción. VERDADERA/FALSA 
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Solución 1.1.3.2 


Definición 3 
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Definición 4 
(Definición 1.1.3.1) 
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Definición 5 


hh * * 


Definición 6 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


(ii) El dominio de una aplicación es el 

conjunto de todas las imágenes que 

se producen en la aplicación. VERDADERA/FALSA 
(iii) Si m es una función de dominio A y 

codominio B, entonces m(a) debe 

ser un elemento de B. (a € A) VERDADERA/FALSA 
(iv) El conjunto de todas las imágenes 

producidas en una aplicación se lla- 

ma codominio de la aplicación. VERDADERA/FALSA 
(v) SiA = fa, B, Y y B= (1, 2,3) 

entonces la lista: 


sm: 1, 2) 
mp1 
=> 1 
define una aplicación de A en B. VERDADERA/FALSA 
(vi) La lista dada en (v) define una fun- 
ción. t VERDADERA/FALSA 
(vii) Si A = fa, 6, r|y B = (1,2, 3] 
entonces la lista: 
muar=> (1,2) 
msbr—>3 
define una aplicación de A en B. VERDADERA/FALSA 
El 


1.1.5 Modos de especificar las aplicaciones 


Como ya conocemos una definición de “aplicación”, veamos cómo po- 
demos aplicar esta definición para construir aplicaciones particulares. 


Aplicaciones definidas por listas 


Un punto de nuestra definición que probablemente usted cree que re- 
quiere más aclaración es el modo en que especificamos la regla que 
asigna las imágenes a los elementos del dominio. 


Ya hemos visto un modo: podemos enumerar todos los elementos del 
dominio conjuntamente con sus respectivas imágenes. Así lo vimos 
en el ejemplo 1.1.1.4. El conjunto de los pares de números 


(20,40) (30,75) (40,120) (50, 175) (60, 240) 


donde cada par consta de una velocidad y de una distancia, puede 
entenderse que define una función. 


Pares ordenados 


Es verdaderamente importante, cuando encontramos una lista como 
esa, saber cuáles son los números que pertenecen al dominio y cuáles 
al codominio. En el ejemplo, el primer elemento de cada par viene del 
dominio, y el segundo elemento es un elemento correspondiente del 
codominio. 


Adoptaremos esa disposición de los elementos de un par como algo 
convenido. Cuando el orden en que se escriben los elementos de un 
par es importante, diremos que el par es unpar ordenado . 
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MB1.1.4/1.1.5 


Discusión 1.1.5 


mm 


Definición 1 


Y + e 


Solución 1.1.4.1 


(i) FALSA 
Una función es un tipo especial de aplicación. Por ejemplo, si 
A es el conjunto de todos los automóviles que hay en América 
Central, y B es el conjunto de todas sus llantas, entonces la 
regla que asigna a cada automóvil sus propias llantas es una 
aplicación, pero no es una función porque cada automóvil que- 
da aplicado a varias llantas. Ahora bien, si tomamos como codo- 
minio el conjunto de todas las marcas de automóviles, entonces 
la aplicación de los automóviles en los nombres de las marcas 
es una función porque cada automóvil tiene una sola marca. 
(1i) FALSA 
Esto sería verdadero en ciertas circunstancias particulares, si 
el dominio y el codominio son el mismo conjunto. 
(iii) VERDADERA 
Por definición el codominio contiene todas las imágenes de los 
elementos del dominio. 
(iv) FALSA 
El codominio puede contener elementos que no son imágenes 
en la aplicación. 
(v) VERDADERA 
La lista verifica los requerimientos de una “regla de aplicación”. 
Asigna al menos un elemento de B a cada elemento de A. 
(vi) FALSA 
La aplicación no es una función porque a no tiene por imagen 
un elemento único. 
(vii) FALSA 
Ningún elemento está asignado a y. 


Reglas para construir aplicaciones 


Un modo muy preciso de especificar una aplicación es escribir una 
lista de pares ordenados. Esta es una forma muy exacta, pero es 
obviamente tediosa o imposible a menos que la lista contenga sola- 
mente unos pocos elementos. Por ejemplo, la aplicación de los nombres 
a los números telefónicos viene generalmente en una lista. Esa lista 
suele llamarse directorio telefónico, y bien sabemos qué tamaño tienen 
los directorios telefónicos. 


Podemos, algunas veces, salvar esta dificultad describiendo el modo 
de formar la lista, en vez de escribir la lista realmente. Pensemos lo 
útil que sería si solamente necesitáramos recordar una simple regla 
que nos diera el número del teléfono de una persona si supiéramos su 
nombre y su dirección. 


Cualquier método de definir una aplicación será satisfactorio si nos 
permite (teóricamente al menos) construir la lista, o comprobar si un 
par pertenece a la lista o no. 


Ejemplo 1 
Como un ejemplo de una regla de ese tipo podríamos usar: 


aplique una persona a su altura medida en centímetros y apro- 
ximada al centímetro más cercano. L] 
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MB1.1.4.1/1.1.5 


Solución 1.1.4.1 


Discusión 
k * 


Ejemplo 1 


Reglas para aplicar números a números 


El método descriptivo de definir una aplicación por medio de una re- 
gla, en vez de dar directamente una lista, se puede usar fácilmente 
cuando se aplican números a números. Por ejemplo, podríamos usar la 
regla 


- Duplíquelo 


para definir una aplicación de ese tipo. En el caso de aplicaciones de 
esta clase, la regla se puede abreviar generalmente de modo que se ex- 
prese mediante la notación algebraica corriente. 


La aplicación | Duplíquelo| se podría describir de este modo: 


Para todo elemento x del dominio, 


o 


Ejemplo 2 

Sea f la aplicación cuyo dominio es R (el conjunto de todos los nú- 
meros reales), y cuyo codominio también es R, y que está definida por 
la regla: 


Six E R entonces 


f:x——>6x? — 2x + 1 


(En todo el curso usaremos el símbolo R para denotar el conjunto de 
todos los números reales.) 


También podríamos definir esta aplicación (que es una verdadera fun- 
ción porque el valor de x define un único valor de 6x? — 2x + 1) me- 
diante una descripción verbal: 


f es la aplicación cuyo dominio es el conjunto de todos los nú- 
meros reales, cuyo codominio es también el conjurto de todos 
los números reales, y cuya regla es: 


para todo número real, (i) elévelo al cuadrado 
(ii) multiplique el resultado por 6 


(iii) sustraiga de ese resultado el duplo 
del número original 
y, por último, (iv) añada 1 


Generalmente abreviamos esas proposiciones y, por ejemplo, nos refe- 
rimos a la aplicación 


f:x—>6x? -2x+1 (x€R) 

En lugar de x podríamos haber usado cualquier otra letra para deno- 
tar un elemento arbitrario del dominio; sin embargo, cuando el domi- 
nio es R, es práctica común usar x. Cualquier letra que se use de ese 
modo, para establecer una proposición acerca de todos los elementos 
de un conjunto, se llama VARIABLE, 

La proposición * E R, que aparece en la fórmula anterior, contiene 
una buena cantidad de información. Nos dice que 


(i) el dominio es R 


MB1.1.5 


Discusión 
* 


Ejemplo 2 
(Véase RB1) 


Notación 1 
hh Rx $ 


Definición 2 
SEM 


pá 
(ii) la letra x es una variable que puede tomar cualquier valor del 
dominio. 
Ejemplo 3 


Las proposiciones 
f:x—2x?—3 (xeR) 
fu—2?-3 (teR) 
f:a——2a? - 3 (aeR) 
son todas equivalentes y todas definen la misma función; cada una 


de las proposiciones 
xeR 


teER 
aeER 


especifica el dominio (como el conjunto R), y cada una declara que 
la letra correspondiente es una variable. Por otra parte, las proposi- 
ciones 

f:x——>2x? — 3 


f:6——2 x 6?.- 3 = 69 


no definen una aplicación porque no mencionan el dominio. No son 
más que simples proposiciones acerca de lo que les sucede a ciertos 
elementos particulares en la aplicación; en el primer caso, al elemen- 
to x, y en el segundo caso al elemento 6. E 


¿Qué ha sucedido con el codominio? * 


Usted verá en nuestra definición de la página 12 que es necesario es- 
pecificar (entre otras cosas) el codominio para definir una aplicación. 
En realidad, hasta ahora lo hemos omitido. Entonces, ¿es cierto o no 
que 


f:ix—x?+4x-—1 (xeR) 
define una aplicación? 


Estrictamente hablando, tendremos que responder que NO. Ahora 
bien, si suponemos que el codominio es también R, entonces la defini- 
ción está completa. Puesto que, en general, conocidos el dominio y la 
regla, podemos construir las imágenes (y el codominio puede ser cual- 
quier conjunto que contenga el conjunto de las imágenes), no incluire- 
mos la especificación del codominio en la definición de la aplicación, 
a no ser que tengamos un interés especial en él. 


De acuerdo con todo el rigor de las definiciones, dos aplicaciones son 
iguales si tienen el mismo DOMINIO, el mismo CODOMINIO y la 
misma REGLA. Sin embargo, nos bastará que tengan el mismo domi- 
nio y la misma regla. Por ejemplo, en la aplicación anterior 


f:ix—>x*+4x-—1 (xeR) 


no distinguiríamos entre dos casos: uno, donde el codominio es R, y 
otro, donde el codominio es el conjunto de todos los números reales 
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MB1.1.5 


Ejemplo 3 


Discusión 
* 


Definición 3 
* 


mayores que o iguales a —5, que es, de hecho, el conjunto de las imá- 
genes. Si f y g son dos aplicaciones que tienen el mismo dominio y la 
misma regla, escribiremos 


f=8 


Ejercicio 1 
En cada una de las funciones f, g y h, que se definen más adelante, 
establecer 


(a) el dominio, 
(b) la imagen del conjunto [1, 2, 3], 
(c) la imagen del dominio. 
(1) f:x——>2x +1 (x E al conjunto de los números reales positivos, 
que se denota por R*), 
(11) g:x——x?-2 (x E BR), 
(1) h:x + 3 (x ER). a 


Ejercicio 2 
(Si encuentra dificultades en este ejercicio, le será útil releer el ejem- 
plo 3.) 


Decir cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuáles 
son falsas. 
(i) La proposición f:ix—x? + 1 
(x E R) implica que f(2) = 5 VERDADERA/FALSA 
(ii) La proposición f:ix—x? + 1 
implica que f(1) = 2 (¡Cuidado!) VERDADERA/FALSA 
(iii) La proposición f(2) = 5 implica que 
fix—x?2 + 1(x6R) VERDADERA/FALSA 
(iv) La proposición f:ix—2x + 6 
(x E R*) implica que f(— 10) = — 14 VERDADERA/FALSA 
(v) La proposición f:ix=—>2x + 6 
(x E R) implica que f:t-—>2t + 6 


donde t es cualquier número real VERDADERA/FALSA 
(vi) Las proposiciones f:x——6x — 1 

(x ER) y f:t—>6t — 1 (t E R) son 

equivalentes VERDADERA/FALSA 


(vii) Las proposiciones f:x——4x? + 1 
(x ER) y f:tt—>4t? + 1 (t ER?) 

son equivalentes VERDADERA/FALSA 

. L 


1.1.6 Gráficas 


En esta sección relacionamos con las gráficas los términos que hemos 
introducido hasta ahora. También introducimos un recurso notacio- 
nal para especificar conjuntos. 


Ejemplo 1 
La función definida por 


gx x?-2 (xeR) 
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Notación 2 
k * *$Y 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Notación 3 
* * 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


Discusión 1.1.6 
* $ 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 19) 


Solución 1.1.5.1 


(1) (a) R* (b) (3,5, 7) (c) El conjunto de los números reales ma- 
yores que 1l. 
(ii) (a) R (b) (—1,2,7)  (c) El conjunto de los números reales ma- 


yores que o iguales a —2. 


(iii) (a) R (b) 3 (c) 3 


Esta última función es un ejemplo de una función constante. Una fun- 
ción constante es una función tal que la imagen de todos los elemen- 
tos del dominio es la misma. 


¿Qué debe usted hacer si se ha equivocado? 
Si el error está en la parte (a) de cualquiera de los ejercicios, vuelva a 
leer la página 15. 


Si el error está en la parte (b) y usted no cree que se deba a un error 
aritmético, recuerde que, en cada caso, tiene que sustituir por los nú- 
meros 1, 2 y 3 en la fórmula y enumerar los resultados. La parte (c) es 
la más difícil en todos los ejercicios. Recuerde que no se le está pi- 
diendo sencillamente que encuentre un codominio adecuado, sino que 
especifique claramente el conjunto de todas las imágenes. En (ii) (c), 
por ejemplo, tendrá usted que averiguar el rango de valores que puede 


tomar x* — 2 si x puede ser cualquier número real. Puesto que x? es 
siempre positivo o cero, x? — 2 no puede ser nunca menor que —2. 
Ahora haga otro intento. En 


Solución 1.1.5.2 


(i) VERDADERA 
La proposición define f completamente; 2 está en el dominio, de 
modo que podemos sustituir en la fórmula, y 2 XxX 2 +1 = 5. 

(ii) FALSA 
La proposición no define f porque no está especificado el domi- 
nio y, por consiguiente, no sabemos si se puede usar el número 
l en la fórmula. 

(iii) FALSA 
f podría ser una de las muchas funciones que incluyen 2 en su 
dominio y que aplican 2 a 5; por ejemplo, 


fix—x?+2x-3 (xeR) 


(iv) FALSA 

—10 no está en el dominio de f. 
(v) VERDADERA 

Puesto que el dominio es R, podemos sustituir por cualquier 
número real en la fórmula. 

(vi) VERDADERA 
Este es un ejemplo para ilustrar que se puede usar cualquier le- 
tra como variable en la definición de una función. Algunas ve- 
ces a esa letra se le dice variable muda. 

(vii) FALSA 
Los dominios no son iguales. E 
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Solución 1.1.5.1 


Definición 4 
Rh * 


Solución 1.1.5.2 


Definición 5 
* 


MB1.1.6 


tiene una gráfica semejante a esta: (viene de la página 17) 


y 00 


GRAFICA de g 


La aplicación del dominio en el codominio puede observarse gráfica- 
mente, si siguen con la vista las flechas que se han trazado paralela- 
mente a los ejes vertical y horizontal: 


| 


2i2—>2 
eri] 
Muchas aplicaciones que no son funciones se pueden representar grá- 
ficamente. ES 
Ejemplo 2 Ejemplo 2 


Si [—1, 1] es el conjunto de los números reales comprendidos en- 
tre —1 y +1, ambos inclusive, entonces la aplicación m definida por 


m:«x——>(/1 — x?, -/1-—x?% (xe[-1,1)) 


no es, ciertamente, una función porque cada elemento del dominio 
(con excepción de +1 y —1) tiene dos imágenes, pero su gráfica es 


semejante a esta: 
m(x) 


Gráfica de m 
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MB1.i.6 
Nota 
En algunos textos antiguos de matemática, el término función com- 
prende expresiones de la forma 


xH— VI -— x?, - V1l — x?j (x € [-1, 1)). 


Esto no se adapta a las definiciones establecidas en este curso. Mi 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
z 3 Me ¿ (2 minutos 
Indicar cuáles de las siguientes gráficas son ) 


(i) gráficas de funciones 


(ii) gráficas de aplicaciones que no son funciones. 


Es uso común tomar el eje horizontal para representar el dominio, y el 
eje vertical para representar el codominio. El dominio aparece en color. 


7 ME 


Coordenadas cartesianas Notación 


* * 


Como ya hemos dicho anteriormente, es usual que, cuando se trazan 
gráficas de aplicaciones, cuyos dominios y codominios son conjuntos 
numéricos, se represente el dominio en el eje horizontal y el codomi- 
nio en el eje vertical. Seguiremos este uso. Hemos visto que general- 
mente se utiliza la letra x para representar una variable del dominio; 
por esta razón, el eje horizontal se suele llamar eje x. 


Del mismo modo, la letra y se usa frecuentemente para representar una 
variable del codominio; por eso, el eje vertical se llama eje y. (Estos 
ejes se llaman ejes cartesianos en honor de su autor, el matemático y 
filósofo francés, Renato Descartes.) 


Renato Descartes (Mansell) 
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Ejercicio 2 
Trazar una gráfica para cada una de las funciones siguientes, indi- 


car el dominio y el codominio y señalar la imagen del conjunto (1, 
Ll 


(Min >2x +1 (E R*) 
Mixx? —2  (xER) 
(111) h:x—— 3 (xeR) le 


¿Qué entendemos por “gráfica”? 


Hemos aceptado que una GRAFICA significa una colección de pun- 
tos representados sobre una hoja de papel; desafortunadamente, sin 
embargo, no siempre es posible conseguir una representación pictóri- 
ca de las aplicaciones (en particular, cuando el dominio y el codomi- 
nio no son conjuntos de números reales). 


Volveremos sobre este punto en.la Unidad 3, Operaciones y morfismos; 
por ahora solamente diremos que, para evitar esos problemas, algunas 
personas definen el grafo de la aplicación fcomo el conjunto de todos 
los pares de elementos (x, y), donde x E 4, que es el dominio de f, y y 
es la imagen de x producida por f (o una imagen, cuando la imagen es 
un conjunto). Podemos, pues, hablar del grafo de cualquier función, 
sea numérica o no. Cuando los pares que forman el grafo se pueden 
representar mediante puntos en un papel, forman la gráfica de la 
función. 


Amplificaremos estas ideas cuando las necesitemos. 


Uso de las gráficas para definir funciones o aplicaciones 


Básicamente usamos una aplicación para que nos diga cómo trazar 
una gráfica. Algunas veces, podemos invertir el proceso y usar una 
gráfica para ayudar a definir una aplicación. 

Ejemplo 3 


La gráfica 


tiene por ecuación y = x + 1, y si especificamos que x puede tomar 
cualquier valor real en esa ecuación, entonces tendremos definida la 
función 

A E > (ER) A 
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MB1.1.6 


Ejercicio 2 
(Véase Ejercicio 1.1.5.1) 


(Véase RB 3 y 4) 


Discusión 
* * 


Definición 1 
k * 


Discusión 
* * 


Ejemplo 3 


(continúa en la página 23) 


Solución 1 


Una función debe especificar una sola imagen para cada elemento del 
dominio; por tanto, la gráfica de una función debe operar de la misma 
manera: cualquier recta paralela al “eje del codominio” debe cortar la 
curva no más de una vez. En consecuencia, (c) no especifica una fun- 
ción. 

(a) Función 

(b) Función 

(c) No es función 

(d) Función . n 


Solución 2 


h Imagen del dominio 


(u) y 


xr» x2-2 


Imagen del dominio 


x 
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MB1.1.6.1 


Solución 1 


Solución 2 


MB1.1.6 


y Solución 2 
| domini Se 
(iii) Imagen del dominio Contaadn 
pá 
y : : E 
1 2 3 x 
L 
(viene de la página 21) 
Ejemplo 4 Ejemplo 4 
Esta gráfica, conjuntamente con una proposición que establezca que 
x puede tomar, por ejemplo, cualquier valor real, define una función. 
Ahora bien, ¿se puede expresar esta función por medio de una fórmu- 
la? La fórmula es 
y=-—1l cuando x< —1 
y= +1 cuando x>1 
y=x cuando xe[—1, +1] 
Nota 
(i) x < a significa ““x es menor que o igual a a”. Versión 1 
(ii) x > b significa “x es mayor que o igual a b”. Notación 2 
*R * *Y 
(iii) x E [a, b] significa ““x pertenece al conjunto de todos los nú- Notación 3 
k * * 


meros reales entre a y b, incluidos a y b”. 


Estos tres símbolos se usarán frecuentemente en todo el curso. 


Así, 
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es la regla que define a la función f. El dominio de f es R. 
También podríamos escribir 


Ejercicio 3 
(i) Trazar la gráfica de la función f, donde 
fix=—>1+x (xe[-1, +1) 
(ii) Trazar la gráfica de la función g, donde 
gix—1l-x (xe[-1, +1) 


Usted no debe encontrar dificultad en trazar estas gráficas rápida- 
mente y con soltura sobre una hoja de papel. | 


Ejercicio 4 
(i) Trazar la gráfica de la función 
; +x six> o) 
Ho Ñ 
l=x six<0 
cuyo dominio es [—1, +1] 


(1i) Trazar la gráfica de la función 


10—| ' (xeR) 


7 
=x six<0 


La función MODULO 
La función que aparece en el ejercicio 4 (ii) 


x six>0 


| , (x e R) 


—=x six<0 
ocurre con tanta frecuencia en la matemática que le hemos dado un 
nombre especial y le hemos asignado una notación particular. Deno- 
tamos f(x) por el símbolo |x| y la llamamos módulo o valor absoluto de 
x. Así, por ejemplo, |1| = 1y |—3]| = 3. La función se llama función 
módulo o función valor absoluto. 


Ix] 
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MB1.1.6 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Ejercicio 4 
(2 minutos) 


Notación 4 
k * 
Definición 2 


0%» 


1.1.7 Más sobre notación y definiciones 


Antes de pasar a la segunda parte del libro, mencionaremos tres pun- 
tos que nacen de lo que hemos discutido hasta ahora. El primero es 
una extensión de la notación que hemos adoptado para los conjuntos; 
el segundo y el tercero contienen breves menciones de dos clases de 
funciones que encontraremos más adelante en este curso y que, por 
tanto, incluimos aquí para referencia. 


Unas palabras más sobre conjuntos 


Con frecuencia tenemos que referirnos a conjuntos que no tienen un 
símbolo aceptado convencionalmente para representarlos. Hay una 
manera estándar para denotarlos. Una forma típica, de palabras, es 


“el conjunto de todos los x tales que x tiene alguna propiedad” 
Esa proposición se suele escribir en forma abreviada: 
lx:x tiene alguna propiedad | 
Por ejemplo, 
lx:x es una persona que tiene los ojos azules | 


* 


que se leería: 


El conjunto de todos los x tales que x es una persona que 
tiene los ojos azules. 


Observe que los dos puntos de la notación corresponden a “tal que” 
en la lectura. 


Para conjuntos numéricos tenemos, por ejemplo: 
[e:xeR y x>"2) 


que se lee: 


El conjunto de todos los x tales que x pertenece al conjunto 
de todos los números reales y x es mayor que 2. 


o más brevemente: 


El conjunto de todos los números reales mayores que 2. 


Funciones de dos variables 


Con frecuencia hemos insistido en decir que el dominio de una función 
no necesita ser un conjunto numérico. Ya hemos trabajado con un 
dominio que estaba constituido, por ejemplo, por un conjunto de per- 
sonas. Hay un tipo especial de función que ocurre con frecuencia y 
que mencionaremos brevemente. Si el dominio de una función es un 
conjunto de pares ordenados, especialmente de pares de números, en- 
tonces decimos que la función es una función de dos variables, 
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MB1.1.7 


Notación y 
definiciones 1.1.7 
.o» 


Notación 1 
h * 


Definición 1 


* 


MB1.1.6 


Solución 1.1.6.3 


Solución 1.1.6.3 


1.1.6.4 


Solución 


Solución 1.1.6.4 


na —. 
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MB1.1.7 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 
A+ y (ceR y y6eB) 


En este caso, f aplica un par de números reales (x, y) a la suma de sus 
cuadrados. (Ya veremos en alguna unidad, más adelante, cómo se 
pueden representar estas funciones.) 


Ejemplo 2 Ejemplo 2 


x y z 


El par (1, 2) está aplicado a 3. 
En realidad, el diagrama es una ayuda para calcular 
2y-x 


donde x está representado por un punto en la recta x, y y por un pun- 
to en la recta y. La función considerada es 


Fix, y ——>?2y-x (xeR y  y€eR) 


Por ejemplo, si trazamos la recta que pasa por 3 en el eje x y por 2 en 
el eje y, obtendremos 1 en el eje z, que corresponde a f:(3,2)—— 1. E 


Operadores 


Hemos mencionado anteriormente que podemos referirnos a una apli- 
cación 
mA=—=>B 


utilizando sencillamente la letra m. Debe haber muchas aplicaciones 
diferentes de A en B; por ejemplo, 


mm, :¡A=>.B 
m,: AB 
ma AB 


En otras palabras, podríamos hablar del 


conjunto de aplicaciones ([m,, m2, m3 | 


Hasta ahora hemos considerado el concepto de “dominio” de una ma- 
nera muy flexible. Hemos hablado de aplicaciones que tienen toda cla- 
se de conjuntos en sus dominios. ¿Por qué no tener también un domi- 
nio formado por un conjunto de aplicaciones? Si pueden existir los 
conjuntos de aplicaciones, entonces podemos concebir que tales con- 
juntos sean el dominio de una aplicación. 
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Esta es una idea muy elaborada. ¿Qué hemos dicho exactamente? Es- 
tamos acostumbrados a hablar de elementos: números, colores, perso- 
nas, etc. También estamos familiarizados con las colecciones o con- 
juntos de elementos. Estamos en el proceso de extender nuestras ideas 
para pensar detalladamente acerca de las correspondencias entre 
conjuntos. Ahora estamos considerando tales correspondencias como 
elementos de conjuntos y estamos hablando de correspondencias en- 
tre correspondencias. Esto es un verdadero salto conceptual; un salto 
que los matemáticos llegaron a dar en este siglo y que ha tenido una 
gran influencia en la matemática. 


Una aplicación cuyo dominio está formado por un conjunto de aplica- 
ciones suele llamarse OPERADOR, para distinguir su naturaleza es- 
pecial. 


Ejemplo 3 


Sea el dominio el conjunto de todas las aplicaciones de R en R que 
pueden representarse gráficamente, y sea el codominio el conjunto de 
todas las gráficas. Sea, además, la regla de la aplicación: “Trace la 
gráfica de la aplicación”. 


Conjunto 
de todas 
las aplicaciones 
de R en R que 
pueden 
representarse 
gráficamente 


Trace la 
gráfica de la 
aplicación 


Conjunto de 


todas las 
gráficas 


Para un elemento cualquiera del dominio tendríamos 


Una aplicación f Trace la gráfica La gráfica 
de Ren R de f de f 


(t:ixr>x+1 (x6R)) — 


(9: x=ox? (xeR)) —> 


Resumen de la parte 1 


Hemos introducido un gran número de términos nuevos. Todos ellos 
aparecen en el glosario para fácil referencia hasta que se hagan fami- 
liares. La idea verdaderamente importante es la de aplicación y, en 
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MB1.1.7 


Definición 2 
h h *Y 


Ejemplo 3 


Resumen 
* * 


MB1.1.7/1.2.1 


particular, la de función. Si usted entiende el significado de los térmi- 
nos aplicación, función, dominio, codominio, conjunto y elemento, en- 
tonces está usted en condiciones de pasar a la segunda parte del texto. 


PARTE 2| COMBINACIONES DE 
FUNCIONES | 


Introducción Introducción 1.2.0 


Cuando uno aprende un juego nuevo, debe generalmente dar dos pa- ad 
sos principales. Primero tiene que encontrar algunas cosas referentes 

a los elementos del juego: “un paquete ordinario de cartas” o “22 ju- 

gadores y un balón” o “un huevo, una taza de harina y media taza de 

leche”. El segundo paso consiste en aprender las reglas del juego, es 

decir, cómo usar los materiales o elementos del juego. Mucho de eso 

hay en cualquier proceso matemático. Tan pronto como los niños “aga- 

rran” la idea de número, los maestros comienzan a complicar la si- 

tuación mostrándoles cómo se combinan los números por medio de la 

adición, la multiplicación, etc. 


Es en este paso donde estamos ahora. Hemos definido nuestros ele- 
mentos y vamos a aprender las reglas del juego. En las próximas uni- 
dades desarrollaremos tácticas más avanzadas. Los tres puntos de 
particular importancia que encontraremos en esta parte del texto son: 
la combinación aritmética de las funciones, la composición de funcio- 
nes y la inversión de funciones. 


La “aritmética” de las funciones Definiciones 1.2.1 
PPP 


* * 


Supongamos que tenemos dos funciones, f y g, cuyos dominios y co- 


dominios son iguales a R. Entonces, podemos definir 


la SUMA de f y g Definición 1 


que denotamos por f + g, como 


S+ 2: f(x) + e(x) (xeR) 


Ejemplo 1 Ejemplo 1 
Sean 
f:ix—x? (xeR) 
y 
g:x—— x? (xeR) 
Entonces, 
f+g:x—x?+x (xe6R) a 


Ahora resulta natural definir las otras operaciones “aritméticas” co- 
mo sigue: 


DIFERENCIA Definición 2 
S —2:x0— f(x) — g(x) (xeR) ia 

PRODUCTO . Definición 3 
fx g:x—— f(x) x g(x) (xeR) es 
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COCIENTE 


La especificación del dominio del cociente no es tan directa como en 
los casos anteriores. La razón es la dificultad que se presenta cuando 
gtx) = 0. En este caso, la imagen de x no está definida, y debemos 
excluir esos elementos del dominio. Así, el dominio de f + ges R, 
exceptuados esos elementos omitidos. 


Ejercicio 1 

Al comenzar esta sección hablamos de “dos funciones, f y g, cuyos 
dominios y codominios son iguales a R”. Esto es innecesariamente 
restrictivo. ¿Es realmente necesario que tanto el dominio como el co- 
dominio estén formados por todo el conjunto R para que podamos de- 
finir las operaciones aritméticas usadas aquí? ¿Qué es lo que debe ve- 
rificarse en los dominios de f y g? ¿Puede usted presentar un ejemplo 
donde el dominio o el codominio sean diferentes de R? 


Ejercicio 2 
Si las funciones f y g están definidas por 
f:x——>6x? (xe[-—1,1]) 


g:x——>6x  —(xe[-—1,1)) 


escribir la fórmula y determinar el dominio correspondiente a 


Me + 
(ii) g=/ 
(iii) f=g 
(iN fx ég ña 


Composición de funciones 


Hay otro modo de combinar funciones, que es fundamentalmente dife- 
rente de las combinaciones “aritméticas” de la sección anterior. La 
característica de esta nueva combinación está en la aplicación de un 
conjunto en otro, en vez de ser una simple generalización de las opera- 
ciones de la aritmética ordinaria. 


Ejemplo 1 
DOMINIO CODOMINIO DOMINIO CODOMINIO DOMINIO CODOMINIO 


ANI 


Observe que, en el ejemplo anterior, 


A o E A A 
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Definición 4 
 * 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Discusión 1.2.2 
hh $ 


Ejemplo 1 


MB 1.2.2 


Para obtener la aplicación de la figura anterior, lado derecho, se usó 
primero f y, después, g. 


Si la llamamos h, entonces 
h:x——2z a 


Ejemplo 2 Ejemplo 2 


Supongamos que tenemos las funciones 


f=|DUPLIQUELO|, cuyo dominio es R 
g=|ELEVELO AL CUADRADO], cuyo dominio es R, 


entonces 


ñ 
x= DUPLIQUELO[?2% (eR) 
8 2 
Xx ELEVELO AL CUADRADO[?*" (X*eR) 


Supongamos ahora que construimos la función 


Xx Í 2x 8 4x? 
DUPLIQUELO ELEVELO AL CUADRADO 


usando, primero, f y, después, g. Si llamamos h a esta función com- 
puesta, entonces 


h:x—>4x? (xeR) a 
Composición 
Cada uno de estos ejemplos ilustra el mismo método de composición Definición 1 
de funciones. A diferencia de lo que ocurre con las operaciones vistas *or o* 


en la sección anterior, operaciones que no son más que simples gene- 
ralizaciones de las operaciones de la aritmética ordinaria, no hay na- 
da análogo a esta nueva composición en la aritmética de los números. 
No podemos extender el uso de un símbolo, como hicimos con +, —, 
X y =+ porque no existe tal símbolo. Así, pues, debemos inventar 
uno. El símbolo más comúnmente aceptado es un pequeño círculo o. 


Así, go f representa la función que se obtiene cuando primero se efec- Notación 1 
túa f y, después, g. *o.* 


Si podemos definir una función h por medio de la regla: 
ho) = g(f()) (x e al dominio de f) 
entonces denotamos esta función por 


E=E£0f 


(La única razón para introducir h en esta definición es sencillamente 
que creemos que 


(2-0) = g(£00) 


para todo x del dominio de f (once ld 


31 


Solución 1.2.1.1 


Si examinamos las definiciones, notaremos que efectuamos nuestra 
aritmética en el codominio. Por consiguiente, solamente el codominio 
es el que necesita ser R. La única restricción que tienen los dominios 
es que deben ser iguales para f y para g. Un ejemplo, entre muchas 
posibilidades, sería 


f:x-—— calificación obtenida en 


el primer examoñ (x E al conjunto de todos 


los estudiantes de matemática 


á o , 
g:x=— calificación obtenida en de este curso.) 


el segundo examen 


Solución 1.2.1.2 

(1) g + f:x——6x + 6x? (xe[-1,1)) 

(1) g = f:x-—1/x (xe[-1,1] y xx%0) 

(111) f = g:x——x (xe[-1,1] y x 0) 
(Aunque f(x)/g(x) = x, esto solamente es verdadero cuando po- 
demos efectuar la división. Por consiguiente, matemáticamente, 
y por definición, debemos excluir x = 0. Este es un punto sus- 
tancial que se tratará también en las próximas unidades.) 

fx gx 36 (xe[-—1,1)) E 

_ A OE ET A 

(viene de la página 31) p 


no es suficientemente claro. Algunas veces, go f recibe el nombre de 
función de una función.) 


En un diagrama, tenemos que 


> f0)— g(S(x) 


Es muy importante notar que g>f significa que primero 


usamos f y, después, g. 


Ejemplo 3 
Si las funciones f y g están definidas por 


f:x—>2x+3 (xeR) 


AS 
gix——x?—1 (xeR) 


podemos calcular g(f(x)) remplazando x por f(x) en la expresión de 
g lx): 


g(<) = x? — 1 
y; por» tanto, 


g( f(x) = [£001* — 1 


Ahora bien, 
FE) =2x +3 
y, por tanto, 
2(£(x)) = (2x + 3)? — 1 


=4x? + 12x +8 
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Solución 1.2.1.1 


Solución 1.2.1.2 


Ejemplo 3 


Así, gofes la función definida por 
gof:x——>4x? + 12x+8 (x€R) E 
Ejercicio 1 
(i) Si f y g son funciones definidas por 
fix=—x-1 (xeR) 
Y 
gx — x? (x € R) 
llenar los cuadros en blanco de 
(a) feg:x—[___] (xeR) 
y 
(b) gef:x—[ ] (xeR) 

(ii) Si fes la aplicación que traduce el inglés al francés, y g es la 
aplicación que traduce el francés al alemán, ¿cuál de las apli- 
caciones gofó fo g traduce del inglés al alemán? [al 

Ejercicio 2 
Dadas dos funciones cualesquiera, f y £, 


(i) ¿Es siempre posible formar g o f? 
(ii) Si podemos formar g > f, ¿podemos, entonces, formar necesaria- 
mente fo g? 


Explique sus respuestas. L 
Ejercicio 3 
Si tanto f o g como g o f están definidas, ¿es necesariamente cierto que 
pg + g+]f? a 
Ejercicio 4 
Si 

fa +1 (x€R) 

g:x——>2x-3 (xeR) 
completar el cálculo de la función g + f llenando los cuadros en blanco. 


La imagen de R, producida por f, es el conjunto de todos los números 
reales mayores que o iguales a 1, y este conjunto está contenido en el 
dominio de g. La combinación go f es, por consiguiente, posible. 


Podemos especificar g e f dando una fórmula para g(f(x)) y estable- 
ciendo el dominio. 


(i) El dominio de f es Pl y, por consiguiente, el dominio de g o f 
es 


(ii) Si y = f(x), entonces y = 3 
(iii) Si z = g(y), entonces 2 = E 
(iv) Llévese la fórmula (ii) a la fórmula (iii) para obtener 2 = TE 


(v) gofes la función definida por E E 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Ejercicio 4 
(omita si su ejercicio 1 
es correcto) 


Solución 1 
(i) (a) fog:x—>x? — 1 (xeR) 
(b) gof:x——(x- 1)?  (xeR) 


(ii) Debería ser g > f pero, en la práctica, obtendríamos un resulta- 
do diferente si vamos al alemán a través del francés, que si va- 
mos directamente del inglés. El 


Solución 2 


(i) NO. Podemos formar g > f solamente si el conjunto de todas las 
imágenes del dominio de f es un subconjunto de (o igual a) el 
dominio de g. Consideremos, por ejemplo, 


f:persona-—— color de sus ojos, (el dominio es el conjunto 
de todas las personas) 
gx x? (x6R)" 


Entonces, no podemos formar go f, porque el cuadrado de un 
color no está definido. 

(ii) NO. Ahora tenemos restricciones sobre el conjunto de las imá- 
genes producidas por g y sobre el dominio de f. Consideremos, 
por ejemplo, 


fu J% (xeR*) 
gix—>x+3 (xeR) 
Entonces, 
gefix——>/x +3 (xeR*) es una expresión satisfactoria 


pero 
fog:x—=/(x + 3) no está definida para x < — 3. Es] 

Solución 3 

NO. Véase, por ejemplo, la solución 1 (i). Ps 


Solución 4 


(i) RR 
(11) y =x? + 1 
(2 = 2-3 
(iv) z = 2x? + 1) — 3 
(v) x—>2x?—1 (x€R) E 


1.2.3 Descomposición de funciones 


En la sección anterior discutimos algunos métodos que nos permitie- 
ron construir fórmulas que describen funciones compuestas. Ahora 
bien, con frecuencia encontramos que es tan importante la descompo- 
sición de una fórmula en varias partes como la construcción de una 
fórmula. Ese es precisamente el proceso que hay que aplicarle a una 
fórmula para que pueda ser “digerida” por un computador. 


Ejemplo 1 
Consideremos la función sencilla 
fx —2x+1 (xeR) 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


Solución 4 


Discusión 1.2.3 
a 


Ejemplo 1 


y supongamos que nos preguntan por f(7). De inmediato diremos que 
es 15. Pero, ¿cómo le describiríamos a una máquina el proceso que de- 
be realizar? 


INSTRUCCIONES 
(i) Multiplique por 2 el número que yo le doy. 


(ii) Añada 1 al resultado obtenido en (i). 
(i1i) Imprima el resultado obtenido en (ii). 


Podríamos, por ejemplo, describir esta función f como la composición 
de dos funciones más sencillas g y h: 


hi5 2X (xe R) 
Y 
a (xeR) 
entonces 
geoh:x—>2x+1 (xeR) EZ 


Podemos imaginar que, cuando se trata de funciones complicadas, es- 
ta descomposición del cálculo en pasos más sencillos es una parte im- 
portante del trabajo numérico. En los cálculos complicados vale la pe- 
na indicar los pasos por medio de convenientes diagramas de las 
aplicaciones, como por ejemplo, 


XH>x?2 


o por medio de un DIAGRAMA DE FLUJO 


Eleve al cuadrado 
Añada 2 al número 
Busque el seno del número 


sen (x? + 2) 


La habilidad para descomponer un proceso complicado en varias uni- 
dades sencillas, ya sea para un cálculo o para la organización lógica 
de un problema, es de gran importancia en muchos campos. Esta idea 
la volveremos a encontrar, por ejemplo, en los computadores y en la 
lógica. 
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1.2.4 Aplicaciones inversas 


Uno de los ejemplos que utilizamos en el primer capítulo de esta uni- 
dad fue la aplicación de un conjunto de personas a sus grupos san- 
guíneos. Este ejemplo ilustra un tipo de aplicación, que ocurre con 
frecuencia, donde tiene sentido la inversión de la aplicación. En este 
caso, la aplicación se invierte cuando alguien necesita una trasfusión 
de sangre, y es necesario encontrar un donante. En esta sección dis- 
cutiremos la idea de la inversión de una aplicación. 


Si estamos buscando un libro en una biblioteca, el procedimiento re- 
comendado es localizarlo en el catálogo y encontrar su número de cla- 
sificación; el sistema de clasificación proporciona una aplicación, di- 
gamos c, tal que 


c:Libros —— Números de clasificación 
Es sumamente deseable que c sea una función en vez de ser sólo una 
aplicación. ¿Puede usted decir por qué? 


Por otra parte, si usted desea buscar un libro sobre una materia en 

particular y si, además, usted sabe cuál es el número de clasificación 

que corresponde a esa materia, entonces usted podrá buscar en un ca- 

tálogo diferente que representa la aplicación, digamos m, tal que 
m:Números de clasificación —— Libros 


Si m es una función, y no solamente una aplicación, entonces podre- 
mos asegurar que esa biblioteca no es muy buena. ¿Por qué? 


Decimos que m es la APLICACION INVERSA de c. 


Números de 


clasificación 


Una definición 


Como hemos señalado varias veces en esta unidad, en la matemática 
no es suficiente entender un concepto, debemos poder definirlo con 
precisión. Probablemente, el modo más conveniente de definir una 
aplicación inversa consiste en definirla en términos de los pares que 
definen una aplicación. Una aplicación f de A en B tiene un grafo que 
está definido como el conjunto de todos los pares (x, y) tales que x E A 
y y es f(x) o, si f(x) es un conjunto de elementos, y pertenece a f(x). 


Si faplica Aa By 


S=((x y :xeA y y=f(x)0 yef(x) 
entonces la aplicación de un subconjunto de B en A, 
cuyo grafo es 


[(, x):(x, y) € S) 


se llama aplicación inversa de f. 
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Discusión 1.2.4 
* $ 


Definición 1 
h + $ 


Esta definición es un modo preciso de decir que invertimos el orden 
de todos los pares que definen la aplicación, para obtener así la apli- 
cación inversa. Ahora bien, hay un punto que no está enteramente 
claro. ¿Cuál es el dominio? Hemos dicho que es un subconjunto de B. 
Consideremos los ejemplos siguientes. 


Ejemplo 1 
Examinemos otra vez la aplicación de 
Un conjunto de personas en un conjunto de números de teléfonos 
Un directorio telefónico es una lista de todos los pares 
(Persona, Número de teléfono) 
Si invertimos el orden, obtenemos una lista de todos los pares 
(Número de teléfono, Persona) 
Esto representaría la aplicación inversa. L 


Ejemplo 2 y 
Examinemos una vez más nuestro ejemplo 1.1.1.2, sobre el “Color de 
los ojos”. 


Persona que vive en Inglaterra —— Color de sus ojos 
Para invertir esta aplicación, basta escribir 


Persona que vive en Inglaterra 


Color de los ojos —— a b 
y que tiene ojos de ese color 


Ahora bien, en nuestra lista de colores habíamos incluido el color 
CARMESI, y nos preguntamos 


CARMESI—? 


¿Es en este caso la aplicación inversa una verdadera aplicación? 
¿Cuál es el dominio de la aplicación inversa? (Revise atentamente la 
definición de APLICACION si no está seguro de la respuesta que de- 
be dar a esta pregunta.) 


Usted puede argúir que estas dificultades tienen su origen en una ton- 
tería nuestra, puesto que incluimos algunos colores como el carmesí 
en el codominio de la primera aplicación. Ahora bien, ¿cómo podría- 
mos saber cuáles son los colores que debemos escoger, antes de exa- 
minar el color de los ojos de cada persona? E 


Si g es la aplicación inversa de f, y si el dominio de f es A, 


entonces el dominio de g es f(A) 


DOMINIO DE LA 
APLICACION INVERSA 


APLICACION 
a UL IMAGENES 
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Discusión 
* 


Eje mplo 1 


Ejemplo 2 


Definición 2 
k $ $ 


1.2.5 Clasificación de las aplicaciones 


Ya hemos dicho que las funciones son de especial importancia, pero, 
¿cuándo es función una aplicación inversa? Ciertamente, no hay ga- 
rantía de que la inversa de una función sea una función. 


Ejemplo 1 
fix —x? (xe[-—1,1)) 
es una función. 
La inversa de f 
g:x——>([/x, —/x) (xe[0, 1)) 
no es una función, de acuerdo con nuestra definición, porque cada 


número del intervalo [0, 1] (excepto 0) tiene dos raíces cuadradas 
distintas. E 


¿Qué situaciones pueden producirse? En el siguiente diagrama enu- 
meramos todas las posibilidades. 


FUNCIONES UNO AUNO 


. .. y ningún elemento del codo- 


minio está asignado a más de un 
elemento del dominio. 


FUNCIONES 


Cada elemento del 
dominio tiene asig- 


nado un único ele- 
mento del codomi- 
nio... 


FUNCIONES MUCHOS A UNO 


... pero al menos un elemento 
del codominio está asignado a 
más de un elemento del dominio. 


APLICACIONES F=—— === === == == === 


NO FUNCIONES UNO 
A MUCHOS 

... pero ningún elemento del 

codominio está asignado a más 

de un elemento del dominio. 


NO FUNCIONES 


al menos un elemen- 
to del dominio tiene 


asignado más de un 
elemento del codo- 
minio... 


NO FUNCIONES MUCHOS A 
MUCHOS 


. .. y al menos un elemento del 
codominio está asignado a más 
de un elemento del dominio. 
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Discusión 1.2.5 
* * 


Ejemplo 1 


Definiciones 
UN 


Definición 1 
k * + 


Definición 2 
* * 


Definición 3 
* * 


Definición 4 
Rh * 


Todo esto se puede expresar sucintamente en términos de la definición 
1.1.4.6 y de la definición 1.2.4.1: 


Una aplicación uno a uno €s una función cuya aplicación inversa 
también es una función. 


Una aplicación muchos a uno es una función cuya aplicación inversa 
no es una función. 


Una aplicación uno a muchos es una aplicación que no es una función 
pero cuya aplicación inversa es una función. 


Una aplicación muchos a muchos es una aplicación que no es una 
función y cuya aplicación inversa tampoco es una función. 

Ejemplo 2 

APLICACION UNO A UNO (FUNCION) 


«y ——(AKX348H 


La aplicación anterior es UNO A UNO (por todos los medios posibles 
las autoridades procuran que sea así). 


«(Me  — (AKX34SH 
e A 


Cada automóvil tiene sólo un número de matrícula. Cada número de 
matrícula corresponde a sólo un automóvil. 


Ejemplo 3 
APLICACION MUCHOS A UNO (FUNCION) 


hi0 


La aplicación del conjunto de todos los habitantes de la ciudad de 
Centrópolis en el conjunto de los enteros obtenidos cuando se aplica 
una persona a su cociente de inteligencia (denotado por IQ), en una 
fecha determinada, es MUCHOS A UNO. Cada persona tiene un úni- 
co cociente de inteligencia, pero son muchas las personas cuyo cocien- 
te de inteligencia es, por ejemplo, 100. 


10 


- — e e a 
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Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


Ejemplo 4 
APLICACION UNO A MUCHOS (NO ES UNA FUNCION) 


La aplicación del calendario en el conjunto de todos los habitantes de 
la América Latina, obtenida de la aplicación de una fecha a la persona 
nacida ese día, es UNO A MUCHOS. 


Cada persona tiene solamente un cumpleaños, pero son muchas las 
personas que cumplen años el mismo día. 


JULIO 
DLMMJVS 


12345 

8 9 10 11 12 13 14 
15 16 17 18 19 20 21 
22 23 24 25 26 27 28 
29 30 31 


=- =0- =- => 


Ejemplo 5 
APLICACION MUCHOS A MUCHOS (NO ES UNA FUNCION) 


¡ j 
pte JN A 
La aplicación del conjunto de todas las mujeres que están o han esta- 
do casadas, al conjunto de todos los hombres, obtenida de la aplica- 
ción de una mujer a su esposo o a su exesposo, es MUCHOS A MU- 
CHOS, porque algunas personas pueden haber enviudado, o haberse 
divorciado, y haberse casado más de una vez y, por otra parte, los cón- 
yuges podrían haber estado casados con anterioridad. (Que esto no 
sea cierto para todas las personas, no tiene importancia ninguna. Si 


se cumple en sólo unas personas, ya es suficiente para que la aplica- 
ción sea muchos a muchos.) 


4 e 
ll 0 
$ 
e 
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Ejemplo 4 


Ejemplo 5 


Ejemplo 6 
La aplicación definida por 
fx—x-1  (xeR) 


es muchos a uno (una función). x? — 1 está definido como un solo 
número cuando x toma un valor dado. Por otra parte, una imagen pue- 
de corresponder a más de un número; por ejemplo, f(3) = 8 y F(— 3) = 8. 


ta > 
f:ixrox-1 a 


Ejercicio 1 


Clasificar las siguientes aplicaciones como 


uno a uno| o Imuchos a uno| Oo juno a muchos| o [muchos a muchos 


() x— 3x? + 2 (e R) 
(ii) x—x? + 2 (x € R) 
(iii) x——>sen x (x€ R) 
(iv) x—— (x, —x) (xeR*) 
(1) + ——(Y(1 + 3x2), — /(1 + 3x?)) (xeR) |] 


1.2.6 Funciones inversas 


Anteriormente lanzamos la pregunta: “¿Cuándo es función una aplica- 
ción inversa?”. Ya podemos responder fácilmente esa pregunta: 


La aplicación inversa es una función si la aplicación origi- 
nal es UNO AUNOoUNO A MUCHOS. En ambos casos, 
podemos llamar función inversa a la aplicación inversa. 


El caso uno a uno 


Las funciones uno a uno son interesantes porque, si f aplica A en By 
ges la función inversa de f: entonces, f toma un elemento, a, de A y 
lo aplica a su imagen en B, y, por su parte, g toma esta imagen y la 
devuelve a a, (y solamente a a). 


En otras palabras, 
g(fla)) = a para todo a E A 


Observe que esta proposición también sería verdadera si f fuera una 
aplicación uno a muchos. Pero existe una diferencia; en las aplicacio- 
nes uno a uno también podemos establecer que 


flg(b)) = b para todo b E f(A) 
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Ejemplo 6 


Ejercicio 1 


(2*minutos) 


(Véase RB2) 


Discusión 1.2.6 
* * 


(continúa en la página 42) 


Solución 1.2.5.1 


(i) Muchos a uno; por ejemplo, 1—>5 y —1-—>%5, 
(ii) Uno a uno. 
. (iii) Muchos a uno; por ejemplo, 0—>0, r——>0, etc. 
(iv) Uno a muchos. (Si el dominio hubiera sido R en vez de R*, la 
aplicación hubiera sido muchos a muchos.) 
(v) Muchos a muchos; por ejemplo, 1-—(2, —2], —1——(2, —2]. 
Ea] 


(viene de la página 41) 


Adoptaremos ahora la siguiente definición: 


UNO de A en B, y si F(A) = B 
(esto es, el codominio de f es igual al conjunto de todas las 
imágenes), entonces la función 4 de Ben A donde g(f(a)) = 
ala E A) se llama FUNCION INVERSA o FUNCION RE- 
CIPROCA de f. 


La condición que imponemos en el codominio de f, a saber, que 
FA) = B, tiene por objeto mantener la simetría, de manera que f 
aplica A en B, y g aplica Ben A. La condición f(A) = Bes equivalen- 
te a decir que B es el menor conjunto que hace las veces de codominio; 
en otras palabras, no queremos la intromisión de elementos molestos 
como el infortunado color carmesí en el ejemplo del “Color de los ojos”. 


En las funciones uno a uno cuyo dominio y codominio son iguales a 
R, o a subconjuntos de R, podemos, con frecuencia, calcular las in- 
versas por medio de cómputos algebraicos. 


Ejemplo 1 


Supongamos que queremos calcular la función inversa (o recíproca) 
de f, donde , 


f:x—>3x+2 (xeR) 


Si hacemos 


y =f(x) 
entonces 
y =:3x + 2 


y podemos calcular y si conocemos x. 


La función inversa nos permite calcular x si conocemos y, y podemos 
hallar esa función inversa g reordenando la ecuación y = 3x + 2 de 
manera que obtengamos una ecuación de la forma 


x = a algo que contiene a y (y no a x) = g(y) 


Si hacemos esto, obtenemos 


SS 
a 


y, por consiguiente, 


7d 
g0)) = =37 


de donde, g es la aplicación 
y-2 
gr > beB) 
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Solución 1.2.5.1 


Definición 1 
>. *x * 


Ejemplo 1 


Podríamos, por supuesto, escribir de nuevo esto en la forma equiva- 
lente 


x—_ 
A 


(x€ R) 3 


Ejercicio 1 
Determinar la función inversa de 
3 
f:x——4- p (xeR*) 
(No olvide especificar el dominio de la función inversa.) |] 


Ejercicio 2 


Si g es la función inversa de la función uno a uno f, ¿es cierto que 


(i) fes la función inversa de g? SI/NO 
(ii) gof =fog? SI/NO 
. 1 
11) go) = =? SI/NO 
(ii) 20) 7 pa 
Ejercicio 3 


¿Qué puede usted decir acerca de la gráfica de una función uno a uno, 
supuesto que es una curva continua? (SUGERENCIA: un modo de 
atacar este problema podría ser trazar unas cuantas gráficas, decidir 
si son uno a uno o no, y tratar, después, de generalizar.) E 


1.2.7 Inversión de las funciones compuestas 


Ya hemos visto que el problema de encontrar una función inversa con- 
siste esencialmente en desenroscar la función original. En las funcio- 
nes de R en R, esto significa, generalmente, que hay que despejar la 
variable. 


$ ., . 
Algunas veces es útil, cuando estamos buscando la función inversa 
de una función sencilla, descomponer la función en varias funciones 
más elementales. 


Ejemplo 1 
La función 


f:ix—>2x+3 (xeR) 


tiene dos componentes: “duplíquelo” y “añádale 3”. Si deseamos in- 
vertir esta función, debemos deshacer esas operaciones: ““sustráigale 
3” y “divídalo por 2”. 


DUPLIQUELO a AÑADALE :3 


DIVIDALO POR > SUSTRAIGALE 
2 3 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 


(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Discusión 1.2.7 


vv. 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 45) 


Solución 1.2.6.1 


3 (x E al conjunto de los números reales me- 
4-—x  nores que 4.) 


o 


e 3 
Recuerde que el dominio es f(R*+). Puesto que x es positivo, 4 — F es 


siempre menor que 4. La gráfica de f muestra claramente que el con- 
junto de las imágenes es el conjunto de los números reales menores 
que 4. 


Solución 1.2.6.2 


(i) SL En realidad, hemos definido la función inversa de f sola- 
mente cuando f es uno a uno. Como sugerimos en el texto, po- 
dríamos haber definido una función inversa de una aplicación 
uno a muchos f; en tal caso, por supuesto, f no es una función. 

(1i) Tanto g o fcomo f o g vienen dadas por la fórmula x——x. Aho- 

ra bien, el dominio de g o f es el de f, y el dominio de fo g es el 
de g. Así, fog = gof solamente si f y g tienen el mismo do- 
minio. 
Por ejemplo, en el ejercicio anterior usted puede comprobar que 
la fórmula correspondiente a g of y también a fog es x——x. 
Ahora bien, el dominio de g + f es el dominio de f, es decir R*, 
mientras que el dominio de fo g es el dominio de g, es decir, el 
conjunto de todos los números reales menores que 4. 


El ejemplo 1 nos muestra un caso donde gof = fog. 
(iii) NO. Si f:x-——»x, entonces g:xH—>x, de modo que g(x) * — 
a no ser que el dominio de f sea [1|. a 


Solución 1.2.6.3 


La gráfica no puede encorvarse sobre sí misma. f(x) debe crecer cuan- 
do x crece, o decrecer cuando x crece. a 
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Solución 1.2.6.1 


Solución 1.2.6.2 


Solución 1.2.6.3 


La función inversa es 
-3 
gi — E (xeR) | 


En general, si f, y f. son funciones uno a uno cuyas inversas son, 
respectivamente, $, y g2 entonces 


la inversa de f2 > f, es g1 > g2 


Observe el orden en que se combinan las inversas: cuando invertimos, 
tenemos que invertir primero el último paso. Esto es precisamente lo 
que sucede en muchas situaciones de la vida diaria. Por ejemplo, las 
ruedas de los automóviles tienen una llanta exterior y un neumático 
interior inflable. Para reparar los efectos de un pinchazo hay que des- 
montar la rueda, quitar la llanta exterior y sacar el neumático interior. 
Una vez efectuada la reparación, hay que invertir las operaciones: in- 
troducir el neumático interior, colocar la llanta exterior y montar la 
rueda completa en su sitio. 


Ejercicio 1 
La función uno a uno f, donde 

f:ix——3x? +2 (xeR*) 
aplica un elemento x a un elemento y, de manera que 

y =3x? +2 
La función inversa, g, aplicará y de vuelta, en x. Despejando la varia- 
ble, es decir, expresando x en términos de y, encontraremos una fór- 
mula adecuada a g. a 
Ejercicio 2 


Calcular las aplicaciones inversas o las funciones inversas correspon- 
dientes a las funciones definidas por: 


(1) fix—oTx-1 (xeR) 
(ii) f:x——4x? +3 (xeR) |] 
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(viene de la página 43) 


Enunciado 1 


$ + a 


Ejercicio 1 


(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


MB1.2.7 


Solución 1 Solución 1 


Reordenando la ecuación obtenemos 


y-2 
== 
A A 


Puesto que f es uno a uno, debemos escoger los signos correctamente 
y obtener un solo valor de x en términos de y. Como x E R*, escoge- 
mos el signo positivo y, en consecuencia, y 


Para encontrar el dominio de g, buscamos f(R*). Si x E R*, enton- 
ces f(x) es siempre mayor que 2. Así, obtenemos, por último, 


x—2] (x € al conjunto de los números 
3 reales mayores que 2). 


(Observe que este es un ejemplo donde el dominio de f es crítico. Si 
el dominio de f fuera R, la función no podría ser uno a uno, y la apli- 


cación inversa no sería una función.) E 

Solución 2 Solución 2 
- x+1 
UE —_— (xeR) 


- 
(x E al conjunto de los 

a 

(1) e: pS números reales mayores que 

4 4 o iguales a 3). 


RESUMEN Y CONCLUSIONES 


Esperamos que usted haya disfrutado mientras trabajaba en este li- 
bro pero, ahora que ha llegado al final, es posible que no sepa apreciar 
la importancia de todas las ideas introducidas aquí. Esta es una 
reacción perfectamente normal; después de todo, este es el primero de 
una serie de 32 textos. Así, pues, no se desanime. Cuando ya haya us- 
ted trabajado con cuatro o cinco unidades, comenzará usted a ver el 
modelo que seguimos y a apreciar la importancia de algunas de estas 
primeras ideas. Mientras no hayamos podido desarrollar un poco más 
esta materia, será virtualmente imposible demostrar de manera con- 
vincente su significado y sentido. 


Hemos introducido un gran número de términos. No esperamos que 
usted los recuerde todos. Los verdaderamente importantes son 


Conjunto 

Elemento 

Dominio 

Codominio 

Imagen 

Aplicación 

Función 

Grafo (gráfica) 

Función compuesta; f og 
Función inversa 


Supuesto que usted puede utilizar estos términos con toda seguridad, 
puede, entonces, buscar los demás términos en el glosario o en las lis- 
tas de notaciones que aparecen al principio del texto, hasta que se fa- 
miliarice con ellos. Los más importantes los encuentra también en el 
manual de matemática. En general, es más importante poder compren- 
der el significado de los términos, cuando se utilicen posteriormente, 
que poder reproducir sus definiciones. 


En la próxima unidad no continuaremos el desarrollo de los argumen- 
tos tratados aquí, aunque utilizaremos algunos de estos conceptos. 
En vez de eso, nos desviaremos hacia algunas consideraciones prác- 
ticas que son de importancia en las evaluaciones numéricas. En la 
Unidad 3, Operaciones y morfismos, regresaremos a las ideas mate- 
máticas fundamentales de esta unidad. 
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Resumen 
* 


M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


0 J310500ONA>D0NA 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites 1 
Computación 1 

Integración Il 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación 1 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica 11 — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística II 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal II 

Números complejos I 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos 1 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos HI 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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